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Изложены этапы создания математической модели для определения гидродинамических 
характеристик и теплообмена при спутном движении двух потоков жидких металлов. При‑
менительно к кристаллизатору машины для непрерывного литья заготовок с жидкими стен‑
ками показан пример расчета гидродинамических характеристик и теплообмена при раз‑
ливке жидкой стали в слои жидкометаллического сплава С‑13 (свинец-висмут) до момента 
начала ее кристаллизации.
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Введение

По сообщению Всемирной ассоциации стали 
(World Steel Association), выплавка жидкой стали 
в 2017 г. достигла 1.673 млрд тонн в год [1]. Для 
получения конструкционных материалов сталь 
проходит ряд тепловых технологических процес‑
сов охлаждения и формообразования. Известны 
работы по разливке стали в жидкие слои высоко‑
температурных теплоносителей [2–9] как вари‑
анты технических принципов литья заготовок. 
Их создание задумывалось как способ разлив‑
ки заготовок из металлов на профиль, близкий 
по геометрии к конечному продукту: тонкие по‑
лосы, шары, сортовые изделия, а также вариан‑
ты повышения производительности и выхода 
качественного готового продукта. В результате 
создания новых принципов разливки во внима‑
ние в основном принималась технологическая 
сторона вопроса, существенно меньшее внима‑
ние в этих работах уделялось постановке и ре‑
шению энергетических задач. Необходимо от‑
метить, что с каждой тонны разливаемой стали 
при ее кристаллизации и охлаждении с 1600 °C 
до температуры окружающей среды отводит‑

ся ~1400 МДж тепловой энергии. Значительное 
количество тепла практически не используется 
и сбрасывается в окружающую среду. Однако 
есть теоретические работы по использованию 
теплоты разливаемой стали в традиционных ма‑
шинах непрерывного литья заготовок для раз‑
личных целей: теплоснабжение, генерация пара 
и электроэнергии [10–12]. По представленным 
в этих работах данным для энергетических нужд 
возможно утилизировать до 40% теплоты разли‑
ваемой стали, однако наибольший эффект может 
дать использование теплоты при разливке стали 
в жидкие слои высокотемпературных теплоноси‑
телей (из класса жидкометаллических теплоноси‑
телей (ЖМТ)) [13, 14]. На рис. 1 показан вариант 
вертикальной разливки стали в слои жидкоме‑
таллических теплоносителей. При этом скорости 
жидких металлов для минимального их переме‑
шивания на этапе охлаждения стали до темпе‑
ратуры ликвидуса в слоях жидкометаллических 
теплоносителей должны обеспечивать ламинар‑
ный режим течения.

Вопрос о  границе сохранения ламинарно‑
го течения при спутном движении двух различ‑
ных по природе металлов более сложный, чем 



ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2018. Т. 10. №5-6

THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING222

известный и исследованный случай обтекания 
жидкостью неподвижной пластины. Приближен‑
но можно принять, что ламинарное движение со‑
храняется при выполнении условия

	

где ; ν – наименьший коэффициент 
кинематической вязкости из двух металлов.

На границе взаимодействия жидкой стали 
и жидкометаллического теплоносителя органи‑
зуется ламинарный режим движения металлов 
с образованием пограничного слоя (см. рис. 1). 
Охлаждение жидкой стали будет осуществляться 
за счет теплообмена посредством теплопровод
ности и конвекции. Необходимо отметить, что 
по теории теплообмена жидких металлов при их 

спутном ламинарном течении имеется относи‑
тельно небольшое число работ, например [15–17]. 
В исследовательских работах, например [13, 14], 
при разработке технологии разливки стали в жид‑
кий металл также практически не рассматрива‑
ются вопросы гидродинамики и теплообмена.

В работе [18] получена оценка величины гид
родинамического пограничного слоя при движе‑
нии двух потоков жидких материалов с одина‑
ковыми свойствами при разных соотношениях 
скорости их движения.

Целью данной работы является создание ма‑
тематической модели для определения гидроди‑
намических и теплообменных характеристик при 
спутном движении двух параллельных потоков 
несмешивающихся жидких металлов, имеющих 
разные свойства, и оценка гидродинамических 
и теплообменных характеристик при спутном 
движении жидкой стали и жидкометаллическо‑
го сплава.

Расчет ламинарного слоя на границе 
раздела при течении двух 

параллельных жидких металлов, 
имеющих разные плотности и вязкости

Решение гидродинамической задачи при спут‑
ном движении двух параллельных потоков не
смешивающихся жидкостей рассмотрено в мно‑
гочисленных работах [15–19], причем в [18] этот 
перечень более широк. В данном случае будет 
приведено решение конкретно для системы, со‑
стоящей из двух жидких металлов с различными 
физическими свойствами.

Рассмотрим ламинарный слой на границе раз‑
дела двух параллельных течений жидких метал‑
лов с различными скоростями. Два первоначаль‑
но разделенных и невозмущенных параллельных 
течения I и II, имеющих скорости U1 и U2, начи‑
нают взаимодействовать вследствие вязкостного 
трения, для удобства изображено в горизонталь‑
ном исполнении (рис. 2). В результате возника‑
ет распределение скоростей. Можно принять, что 
переход от скорости U1 к скорости U2 происхо‑
дит в тонкой зоне перемешивания и первоначаль‑
ная поперечная составляющая скорости v везде 
мала по сравнению с продольной составляющей 
u (v<<u).

К обеим областям  I и  II можно применить 
дифференциальное уравнение пограничного 
слоя [15]:

Рис. 1. Схема разливки стали в жидкий кристаллизатор

Рис. 2. Распределение скоростей в ламинарном слое на грани‑
це раздела двух потоков жидких металлов
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	 (1)

	
	 (2)

где u и v – проекции скорости на ось 
Ox и Oy соответственно; ν – коэффи‑
циент кинематической вязкости жид‑
кости; U(x) – известная функция по‑
тенциального течения, определяемая 
решением уравнения распределения 

давления 
 
, при этом 

само давление может быть определе‑
но из уравнения Бернулли.

При решении краевой задачи задавались сле‑
дующие граничные условия.

1. В области невозмущенного потока жидко‑
сти:

	  
2. В области контакта двух жидких металлов 

считаем непрерывными скорости и касательное 
напряжение на границе раздела двух потоков:

	
где ρ1, ν1 и ρ2, ν2 – плотности и коэффициенты ки‑
нематической вязкости 1‑го и 2‑го жидких метал‑
лов соответственно.

В результате совместного решения уравне‑
ний (1) и  (2) и заданных граничных условий, 
приведенного в работах [15–19], получено рас‑
пределение скоростей в ламинарном слое при 
взаимном движении двух несмешивающих‑
ся жидкостей с разными свойствами в зависи‑
мости от безразмерной толщины погранично‑
го слоя η1 в интервале значений –5…5. Были 
выбраны: жидкометаллический сплав С‑13 
(55.5% Bi и 44.5% Pb) и сталь с теплофизически‑
ми свойствами: ρ1 = 10 360 кг/м 3, ρ2 = 7066 кг/м 3, 
ν1 = 1.87·10–7  м 2/с, ν2 = 0.86·10–6 м 2/с соответ‑
ственно при температурах Т1 = 573 К и Т2 = 1828 К 
[20, 21]. При небольшом времени взаимодействия 
можно считать, что эти жидкости несмешиваю‑
щиеся, так как взаимная растворимость свинца 
и железа в жидком состоянии крайне незначи‑
тельна [22].

На рис. 3 показаны результаты моделирования 
распределения профиля скоростей при движении 

жидкой стали и жидкометаллического теплоно‑
сителя С‑13 при разных соотношениях скоростей 

. Видно, что на границе контакта жидкос
тей не наблюдается разрыва скоростей, что пол‑
ностью соответствует граничному условию, вве‑
денному в [16]. Однако из-за того, что свойства 
жидких металлов отличаются, скорость асимпто‑
тического приближения к U1 и U2 будет разной, 
и производные скоростей слева и справа от точ‑
ки контакта жидкостей отличаются.

За толщину пограничного слоя чаще всего 
принимают толщину вытеснения δ1 – расстояние, 
на которое потенциальное течение вытесняется 
из-за уменьшения скорости в пограничном слое. 
В частности, для ламинарного течения вдоль плос
кой пластины справедливо соотношение [15]:

	
 	 (3)

где  – оценка толщины пограничного 
слоя;  – безразмерная координата по оси y.

Для ламинарного слоя на границе раздела двух 
параллельных течений с отличающимися скоро‑
стями и разными свойствами (а именно вязкости 
и плотности) толщины пограничных слоев скла‑
дываем по модулю для каждого слоя и после при‑
ближенного вычисления имеем:

	
, 	 (4)

где , .
На рис. 4 показана зависимость толщины по‑

граничного слоя от отношения скоростей λ0 при 

Рис. 3. Распределение профиля скоростей при движении двух несмешиваю‑
щихся металлов с разными свойствами при разных соотношениях их скоро‑
стей: 1 – при λ0 = 0.5; 2 – 0.75; 3 – 1.5; 4 – 2
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разных соотношениях плотностей и вязкости 
жидких металлов.

Размерная толщина пограничного слоя на гра‑
нице двух потоков равна

  	
.

Обозначая
 

,

получим

	
	 (5)

где Rex = U1x/ν.

Для жидкой стали при ее движении со скоро‑
стью U2 = 0.001–1 м/с в результате приближен‑
ных оценок критическая координата перехода 
ламинарного течения в турбулентное лежит в до‑
вольно широких пределах xкр = 86–0.086 м. При 
этом можно оценить размерную толщину по‑
граничного слоя, которая находится в диапазоне  
δ1 = 0.195–0.195·10–5 м (при σ2 = 0.716, x ≈ xкр, 
λ0 = 1.5). Для сплава С‑13 при U1 = λ0U2 м/с кри‑
тическая координата перехода ламинарно‑
го течения в  турбулентное лежит в  пределах 
xкр = 28.05–0.028  м. При этом размерная тол
щина пограничного слоя находится в диапазоне  
δ1 = 0.063–6.35·10–5 м (при σ2 = 0.716, x ≈ xкр, λ0 = 1.5).

Теплообмен при спутном движении двух 
потоков жидкого металла, имеющих 

разную температуру и теплофизические 
свойства

Рассмотрим теплообмен при спутном движе‑
нии двух потоков жидких металлов с температу‑
рами T1 и T2. Теплоотдача определяется величи‑
ной тепловых пограничных слоев в первой δт1 
и во второй жидкости δт2, которые связаны с гид
родинамическими пограничными слоями в пер‑
вом δ1 и во втором δ2 жидком металле.

Считаем, что коэффициент теплоотдачи об‑
ратно пропорционален термическому сопротив‑
лению двух пограничных слоев:

	

	 (6)

где λж1, λж2 – теплопроводности 
первой и второй жидкости соот‑
ветственно.

Для расчета связи теплового 
и гидродинамического погра‑
ничных слоев для жидких ме‑
таллов используем зависимость 
[23]:

	 .

Подставляя термические со‑
противления слоев в выраже‑
ние (6), получим

	

	 (7)
Рис. 5. Зависимость локального коэффициента теплоотдачи при λ0 = 1.5 по длине спут‑
ного течения при скорости движения стали: 1 – U2 = 0.001 м/с; 2 – 0.005; 3 – 0.01; 4 – 
0.05; 5 – 0.1; 6 – 0.5; 7 – 1

Рис. 4. Зависимость толщины пограничного слоя от соотноше‑
ния скоростей жидкостей при разных соотношениях их плот
ностей и вязкости: 1, 2, 3 – ν3,4,5 ;1 = ׳ – ν4 ,1 ;0.5 = ׳ – ρ1 = ׳; 
2, 5 – ρ6 ,3 ;0.5 = ׳ – ρ7 ;1.75 = ׳ – С‑13 и сталь
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где 

	  
,
 

	  
решения уравнения (3) для двух параллельно 
движущихся жидких металлов.

В случае если теплофизические свойства ме‑
таллов примерно одинаковые Prж1 ≈ Prж2 = Prж 
и λж1 ≈ λж2 = λж, то

	

	
.

Можно записать и выражение для расчета ло‑
кального коэффициента теплоотдачи в критери‑
альным виде:

	
, 	 (8)

где

	  

	  
.

Так, для жидкой стали при ее движении 
со  скоростью U2 = 0.001–1  м/с на  начальном 
участке 10–5·xкр коэффициент теплоотдачи αx, 
рассчитанный по формуле (7), находится в пре‑
делах 0.309–310 кВт/(м 2·К) и монотонно умень‑
шается до 0.001–0.98 кВт/(м 2·К) при xкр (рис. 5). 
Данный характер изменения коэффициента теп
лоотдачи подобен изменению коэффициента 
теплоотдачи при ламинарном режиме обтекания 
пластины [24].

Заключение

1. Создана математическая модель для опре‑
деления:

– распределения профиля скоростей при дви‑
жении двух несмешивающихся жидких металлов 
с разными свойствами;

– толщины пограничного слоя в зависимости 
от соотношения скоростей жидких металлов и их 
свойств;

– локального коэффициента теплоотдачи при 
ламинарном спутном параллельном течении с раз‑
ными температурами и скоростями двух жидких 
металлов, имеющих разные плотности и вязкости.

2. Для условий спутного ламинарного движе‑
ния жидкой стали и сплава С‑13 получено рас‑
пределение профиля скоростей и локального ко‑
эффициента теплоотдачи.

3. Полученные результаты могут быть ис‑
пользованы на практике для оценочных расче‑
тов распределения скоростей и локальных коэф‑
фициентов теплоотдачи при ламинарном спутном 
движении двух несмешивающихся жидких ме‑
таллов.
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Hydrodynamic characteristics and heat exchange characteristics computing at direct 
movement of two streams of liquid metals
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According to the World Steel Association report, the steel production demonstrates a stable ten‑
dency to increase. In 2016, the world’s steel production reached 1,673 billion tons a year. Steel pro‑
duction inevitably passes through the melting stage, after which the liquid steel should be cooled. 
Almost all the heat is lost without active use, which reduces the energy efficiency of the process. 
One of the ways to utilize the liquid steel heat is to use liquid metal coolants for this purpose. With 
this, the liquid steel stream is cooled by the flow of another liquid metal or alloy. The purpose of 
the presented work consists in creating a mathematical model to determine the hydrodynamic 
and heat exchange characteristics in the direct flow of two flows of liquid metals. The article de‑
scribes the step-by-step developing of heat exchange mathematical model at laminar movement 
of the two liquid metals flow and presents the main modeling results. The distribution of the ve‑
locity profile for the motion of two immiscible metals with different properties was obtained for 
their various speed ratio and thicknesses of the boundary hydrodynamic layers on the example liq‑
uid steel and C‑13 alloy (55.5% Bi and 44.5% Pb). For a liquid steel while its moving at a veloc‑
ity of U2 = 0.001–1 m/s, the results of approximate estimates revealed that the critical coordinate 
of the laminar-to-turbulent transition lies over a rather wide range of xcr = 86–0.086 m. With this, 
the dimensional thickness of the boundary layer lies in the range of δ1 = 0.195–0.195·10–5 m (at 
σ2 = 0.716, x ≈ xcr, λ0 = 1.5). For the C‑13 alloy at U1 = λ0U2 m/s, the critical coordinate of the lam‑
inar flow to turbulent flow lies within the limits of xcr = 28.05–0.028 m, the boundary layer thick‑
ness in the range of δ1 = 0.063–6.35·10–5 m (at σ2 = 0.716, x ≈ xcr, λ0 = 1.5).

Keywords: liquid steel, pouring into liquid layers, heat energy utilization, liquid-metal cool‑
ants, laminar flow, boundary layer, heat transfer coefficient.
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