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Рассмотрена задача об определении температурного поля прозрачного для излучения 
твердого тела, содержащего поглощающее включение. Разработана иерархия упрощенных 
аналогов базовой математической модели процесса теплопереноса в изучаемой системе, 
включающая «уточненную модель сосредоточенной емкости», модель «сосредоточенная ем‑
кость» и «усеченную модель сосредоточенной емкости». Каждая из математических моде‑
лей иерархии представляет собой смешанную задачу для уравнения в частных производных 
параболического типа со специфическим краевым условием, фактически учитывающим на‑
личие сферического включения в изучаемой системе.

С применением интегрального преобразования Лапласа и стандартной техники вычис‑
ления интеграла Меллина в аналитически замкнутом виде найдены решения соответству‑
ющих задач нестационарной теплопроводности при воздействии на объект исследований 
потока излучения постоянной плотности мощности. Подробно проанализирована модель 
«сосредоточенная емкость», базирующаяся на гипотезе о предельно большой теплопровод
ности поглощающего включения. Показано, что ее реализация позволяет представить реше‑
ние соответствующей задачи нестационарной теплопроводности в аналитическом виде, бо‑
лее удобном с точки зрения как его практического применения, так и нахождения условий 
применимости упрощенных аналогов базовой математической модели.

Определены достаточные условия, при удовлетворении которых упрощенные аналоги 
базовой математической модели позволяют с заданной точностью идентифицировать тем‑
пературное поле анализируемой системы. Представлены теоретические оценки максималь‑
но возможной погрешности в определении температурного поля объекта исследований при 
применении упрощенных аналогов базовой модели.

Ключевые слова: изотропное твердое тело, лазерное излучение, поглощающее сферичес
кое включение, температурное поле, интегральное преобразование Лапласа.

Введение

В теоретических исследованиях по проблеме 
лазерного инициирования взрывного разложения 
энергетических материалов специфическое поло‑
жение занимает математическая модель процес‑
са теплопереноса в прозрачном для излучения 
изотропном твердом теле с поглощающим сфери‑
ческим включением (в дальнейшем – сферичес
ким очагом разогрева) [1–11]. Отмеченная спе
цифика заключается в относительной простоте 

исходной математической модели и трудностях, 
возникающих при нахождении решения соответ‑
ствующей смешанной задачи для системы урав‑
нений в частных производных параболического 
типа. Решение этой задачи, представленное в ана‑
литически замкнутом виде, авторам неизвестно.

В работах [1, 4, 5] анализируется упрощен‑
ный аналог рассматриваемой математической 
модели, базирующийся на стандартном предпо‑
ложении об идеальности теплового контакта в из‑
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учаемой системе и гипотезе [12–14] о «предель‑
но большой теплопроводности очага разогрева», 
что фактически означает возможность реализа‑
ции математической модели термически тонко‑
го тела [14].

Возможна другая трактовка анализируемой 
модели, базирующаяся на гипотезе о возможно‑
сти приравнивания среднеинтегральной темпе‑
ратуры поглощающего сферического включе‑
ния температуре границы изучаемой системы, 
т. е. на реализации идеи «сосредоточенная ем‑
кость» [15]. Данный подход позволяет дать ма‑
тематическую интерпретацию и развивать саму 
идею «сосредоточенная емкость». В частности, 
известна «уточненная модель сосредоточенной 
емкости»  [15], обеспечивающая весьма каче‑
ственную аппроксимацию исходной математи‑
ческой модели процесса теплопереноса (см., на‑
пример, [16, 17]) и позволяющая теоретически 
обосновать условие применимости модели «со‑
средоточенная емкость».

Цель проведенных исследований – разработ‑
ка иерархии упрощенных аналогов базовой ма‑
тематической модели процесса теплопереноса 
в прозрачном для изучения изотропном твердом 
теле с поглощающим сферическим включением 
и идентификация условий их реализации.

Постановка задачи и базовая 
математическая модель

В качестве объекта исследований рассматрива‑
ется изотропное пространство с инертным вклю‑
чением сферической формы радиуса r0. На объ‑
ект исследований воздействует поток излучения 
с плотностью мощности q, для которого он абсо‑
лютно прозрачен, но может поглощаться сфери‑
ческим включением. В результате разогрева по‑
глощающего включения и отвода теплоты внутрь 
изотропного пространства за  счет теплопро
водности происходит разогрев объекта исследо‑
ваний.

В предположении, что тепловой контакт 
в анализируемой системе является идеальным 
[13, 14, 18], исходная (базовая) модель изучаемо‑
го процесса может быть представлена в следую‑
щем виде:

	
;

	
	 ;

	 ;	 (1)

	 ;

	
;

	 ,

где последнее условие означает, что при каждом 
фиксированном значении Fo ≥ 0 функция θ(ρ, Fo) 
интегрируема с квадратом и весом ρ2 по радиаль‑
ному переменному .

В математической модели (1) использованы 
следующие безразмерные переменные и пара‑
метры:

	
;
 

;
 

;
 

;
 

;

	
,

где r – радиус; t – время; T – температура; λ – 
теплопроводность; α – температуропроводность; 
T*  – масштабная температура; индексы: 1  – 
изотропное пространство; 2 – сферический очаг 
разогрева; 0 – начальное значение.

Иерархия упрощенных аналогов 
базовой математической модели

Для достижения основной цели исследований 
введем в рассмотрение среднеинтегральную тем‑
пературу

	
	 (2)

и воспользуемся допущением, что «механизм» 
теплообмена в системе «твердое тело–очаг ра
зогрева» может быть аппроксимирован законом 
Фурье–Ньютона–Рихмана [13, 18]:

	
	 (3)

с безразмерным коэффициентом теплоотдачи 
μ, подлежащим идентификации. Заметим, что 
используемое допущение фактически означает 
принятие гипотезы о допустимости реализации 
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идеи «уточненная модель сосредоточенной ем‑
кости» [15].

Умножив левую и правую часть второго урав‑
нения в (1) на три с последующим интегрирова‑
нием по радиальному переменному ρ в пределах 
от 0 до 1, воспользовавшись условиями сопряже‑
ния при ρ = 1, условием принадлежности искомой 
функции заданному классу функций и равенства‑
ми (2), (3), преобразуем базовую математическую 
модель (1) к виду:

	
;

	 ;

	 	
(4)

	
;

	 ,

где

	
;

 – определяющий без‑
размерный параметр; c – удельная массовая теп
лоемкость;  – плотность.

По сложившейся терминологии (см., напри‑
мер, [15–17]) упрощенный аналог (4) базовой мо‑
дели (1) будем называть «уточненной моделью 
сосредоточенной емкости».

При  математическая модель (4) фор‑
мально трансформируется в модель «сосредото‑
ченная емкость»:

	
;

	 ;	
(5)

	
;

	 .

Ее реализация базируется на допущении, что 
среднеинтегральная температура очага разогре‑
ва равна температуре контактной границы ана‑
лизируемой системы, т. е.

	 .

Рассматриваемую модель можно ассоцииро‑
вать с принятием гипотезы, что поглощающее 
включение является термически тонким. Наличие 
такого включения в реализуемой модели факти‑
чески учитывается краевым условием при ρ = 1, 
явно содержащим производную безразмерной 
температуры по переменному Fo.

Дальнейшее упрощение этой модели связано 
с допущением

	
,

что позволяет трансформировать математичес
кую модель (5) в «усеченную модель сосредото‑
ченной емкости»:

	
;

	 ;	
(6)

	
;

	

Базовая математическая модель (1) и три ее 
упрощенных аналога (4)–(6) представляют собой 
иерархию математических моделей процесса теп
лопереноса в прозрачном для излучения твердом 
теле с поглощающим сферическим включением.

Температурное поле

Для достижения основной цели исследований 
дальнейший анализ температурного поля изучае
мой системы будем проводить с применением 
упрощенных аналогов (4)–(6) базовой математи‑
ческой модели (1). С целью упрощения дальней‑
ших рассуждений воспользуемся стандартным 
приемом [12] и введем функцию

	 .	 (7)

Используемая подстановка (7) позволяет 
трансформировать математическую модель (4) 
к виду:

	
;
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	 ;

	 	 (8)

	
;

	 ,

где последнее условие означает, что при каждом 
фиксированном значении Fo ≥ 0 функция V(ρ, Fo) 
интегрируема с квадратом по радиальному пере‑
менному .

Задача (8) имеет единственное решение [19], 
для нахождения которого воспользуемся интег
ральным преобразованием Лапласа по перемен‑
ному Fo, задаваемым парой линейных операто‑
ров [13, 18]:

	 	 (9)

	
При этом естественно предполагать, что функ‑
ция Q(Fo) является оригиналом используемого 
интегрального преобразования.

В пространстве изображений используемого 
интегрального преобразования (9) решение за‑
дачи (8) имеет вид:

	
	 	 (10)
	

	

где .
Для завершения процедуры решения зада‑

чи (4), полагая

	

	
где  – оператор обращения интегрального 
преобразования Лапласа, достаточно воспользо‑
ваться теоремой о свертках [13, 18], что с учетом 
равенства (7) приводит к следующему результату:

	
,	 (11)

где

	
.	 (12)

Таким образом, если в (11) конкретизирован 
вид функции Q(Fo), то для определения темпе‑
ратурного поля объекта исследований достаточ‑
но лишь найти оригинал φ(ρ,τ) используемого ин‑
тегрального преобразования (9). При этом, как 
видно из равенства (12), непосредственное обра‑
щение интегрального преобразования Лапласа 
с использованием его свойств и таблиц «изобра‑
жение–оригинал» [18] в рассматриваемом случае 
не представляется возможным. Для преодоления 
возникших трудностей можно пойти различны‑
ми путями [17]:

• непосредственное вычисление интеграла 
Меллина в формуле обращения (12);

• представление решения задачи (8) в про‑
странстве изображений интегрального преобра‑
зования Лапласа (9) в виде суммы равномерно 
сходящегося функционального ряда и последу‑
ющий переход к оригиналам с использованием 
различных теорем операционного исчисления 
[13, 18].

Для иллюстрации полученных результатов 
и  нахождения условий применимости упро‑
щенных аналогов реализуемой математичес
кой модели рассмотрим простейшую ситуацию 

, ассоциируемую с воздействи‑
ем на объект исследований потока излучения по‑
стоянной плотности мощности.

В рассматриваемом случае изображение (10) 
используемого интегрального преобразования 
принимает вид

	 	
(13)

и имеет единственную особую точку в начале ко‑
ординат комплексной плоскости , являющуюся 
точкой ветвления. Воспользовавшись стандарт‑
ной техникой вычисления интегралов Меллина 
[18] и ориентированным контуром, представлен‑
ным, например, в [12, 18], с учетом равенства (7) 
решение задачи (4) можно представить в следую
щем виде:
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,
	(14)

	
где

	

	
	 ;	 (15)

	 .

При  (модель «сосредоточенная ем‑
кость» (5)) функция θ(ρ, Fo), определяющая тем‑
пературное поле объекта исследований, также 
определена равенством (14), где согласно (15)

	 	 (16)

	 .

Решение для функции θ(ρ, Fo), определяемое 
«усеченной моделью сосредоточенной емкости» 
(6), известно [12] и формально может быть най‑
дено согласно равенствам (14), (16) при ε = 0. 
В частности,

	 	

	 ,	 (17)

	

и справедлива следующая асимптотическая оцен‑
ка при больших значениях числа Фурье:

	  
,

где  – дополнительная функция ошибок Га‑
усса [18].

Следует заметить, что при  изображе‑
ние (13) допускает непосредственное обраще‑
ние интегрального преобразования Лапласа (9) 
с учетом его свойств и таблиц «изображение–
оригинал» [18]. Это позволяет найти эквива‑
лентное представление решения (14), (16), бо‑
лее удобное с точки зрения его практической 
реализации.

Для удобства дальнейших рассуждений вве‑
дем обозначение
	
и преобразуем изображение (13) для функции 
V(ρ, Fo) при  к виду

	

	 	
(18)

	

где 
При переходе к оригиналу возможны три ва‑

рианта представления функции V(ρ, Fo) в  за‑
висимости от  корней квадратного уравнения 

 , каждое из которых может быть 
найдено по таблицам «изображение–оригинал» 
[18]. При  с учетом равенства (7) 
и таблиц «изображение–оригинал» [18] темпе‑
ратурное поле объекта исследований определя‑
ется как

	

	

	  
;
	(19)

	

	  
;

	

При  

	

	

	  ;
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 .

При  представление для функции 
θ(ρ, Fo) также может быть найдено с использова‑
нием таблиц «изображение–оригинал» для опре‑
деленного равенством (18) изображения функции 
V(ρ, Fo), в котором

 ;  ; ;  ;

i – «мнимая» единица [18]. Нахождение оригинала 
в данном случае приводит к необходимости уче‑
та свойств функции Гаусса мнимого аргумента.

Условия применимости упрощенных 
аналогов базовой математической 

модели

Идентифицируем условия, при удовлетворе‑
нии которых упрощенные аналоги (4)–(6) базо‑
вой математической модели (1) позволяют нахо‑
дить функцию θ(ρ, Fo) при ρ ≥ 1, Fo ≥ 0 с заданной 
точностью δ > 0. Для этого введем в рассмотрение 
множество моделей , где k = 0 со‑
ответствует базовой модели, k = 1 – «уточненной 
модели сосредоточенной емкости», k = 2 – моде‑
ли «сосредоточенная емкость», k = 3 – «усечен‑
ной модели сосредоточенной емкости». Можно 
утверждать, что параметрическая идентификация 
множеств  иерархии упрощенных аналогов ба‑
зовой модели эквивалентна факту установления 
условий применимости этих моделей.

Каждый этап упрощения базовой модели со‑
провождается ростом погрешности в определе‑
нии температурного поля объекта исследований, 
поэтому . При этом, поскольку у всех 
найденных решений для функции θ(1, Fo) иерар‑
хии упрощенных аналогов базовой модели асимп
тотические значения совпадают и при Fo = +0, 
и при Fo = +∞, то абсолютная погрешность

	
имеет максимум при некотором фиксированном 
значении .

Если ввести в рассмотрение вектор опреде‑
ляющих параметров  и функцию

	  ,

которая при каждом фиксированном значении 
 равна максимально возможной по‑

грешности в определении температурного поля, 
обусловленной k-м этапом упрощения реализуе‑
мой модели, то можно считать, что

Идентификация допустимых множеств  
иерархии упрощенных аналогов базовой моде‑
ли и устанавливает условия применимости реа‑
лизуемых моделей.

Непосредственный анализ представленных ре‑
зультатов позволяет сделать вывод, что в общем 
случае идентификация допустимых множеств  
вряд ли возможна без привлечения вычислитель‑
ного эксперимента.

Для иллюстрации результатов проведен‑
ных исследований вновь обратимся к простей‑
шей ситуации  , позволяющей 
аналитически оценить максимально возможные 
погрешности в определении температурного объ‑
екта исследований при применении упрощен‑
ных аналогов базовой модели. В качестве при‑
мера представим теоретическую оценку функции 

, определяющей максимально возможную 
погрешность при переходе от модели «сосредо‑
точенная емкость» (5) к «усеченной модели со‑
средоточенной емкости» (6).

Введем обозначение  
и,  воспользовавшись равенствами (17) и  (19) 
(случай d 2 < 0), запишем представление функции 
ν(Fo) в виде:

	

	 	

(20)

справедлива асимптотическая оценка  
при .

При известной плотности потока излучения 
Q0 функция  зависит лишь от безразмерно‑
го параметра ε и определяется из решения зада‑
чи одномерной оптимизации

	  .

При этом точка максимума Fo* унимодаль‑
ной функции ν(Fo) (рисунок), определяемой ра‑
венством (20), может быть найдена как решение 
уравнения :
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	  .

Заключение

1. Практическое использование гипотезы о до‑
пустимости реализации идеи «уточненная модель 
сосредоточенной емкости» приводит к необходи‑
мости решения задачи идентификации безразмер‑
ного параметра μ. Относительно значения это‑
го параметра могут быть высказаны различные 
соображения. Например, его выбор можно про‑
водить из решения задачи минимаксной опти‑
мизации – задачи нахождения минимума макси‑
мального отклонения безразмерной температуры 
границы поглощающего сферического включе‑
ния, определяемой математической моделью (4), 
от ее истинного значения, определяемого базо‑
вой моделью (1).

2. При произвольном законе Q(Fo) воздейству‑
ющего потока излучения решение задач иденти‑
фикации допустимых множеств , 
устанавливающих условия применимости иерар‑
хии упрощенных аналогов базовой математичес
кой модели, предполагает корректное задание 
рабочей области значений вектора Π максималь‑
но возможных погрешностей Ek(Π) в определе‑
нии температурного поля объекта исследований 
и вряд ли возможно без привлечения вычисли‑
тельного эксперимента.
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Temperature field of transparent for radiation solid with absorbing spherical inclusion

A. V. Attetkov, I. K. Volkov, K. A. Gaydaenko

Bauman Moscow State Technical University(National Research University), Moscow
e‑mail: fn2@bmstu.ru; kseniya.gaydaenko@gmail.com

The article considers the problem of the temperature field determining of a transparent to 
radiation solid containing absorbing inclusions. A hierarchy of simplified analogues of the basic 
mathematical model of the heat transfer process  in the system under study was developed, 
including “refined capacitance model”, “concentrated capacity” model and “truncated concentrated 
capacitance model”. Each of the mathematical models of the hierarchy represents a mixed problem 
for a parabolic type partial differential equation with a specific boundary condition actually 
accounting for the presence of a spherical inclusion in the system under study.

Solutions for corresponding problems of non-stationary heat conductivity under the impact of 
a radiation flow of constant power density on the subject under study were obtained applying Lap‑
lace integral transformation and the standard technique for Mellin integral calculating in an ana‑
lytical closed form. The “concentrated capacitance model” based on the hypothesis of the extreme 
high heat conductivity of the absorbing inclusion was analyzed in detail. It was shown, that its rea
lization allowed representing the solution of non-stationary heat conductivity in the analytical form 
more convenient from the view point of both its practical application and obtaining applicability 
conditions of simplified analogs of the basic model.

Sufficient conditions are established at which satisfaction the simplified analogues of the basic 
model allow identify the temperature field of the analyzed system with a specified accuracy. The 
article presents theoretical evaluations of the possible error in determining the temperature field of 
an object under study while applying the simplified analogs of the basic model.

Keywords: isotropic solid, laser radiation, absorbing spherical inclusion, temperature field, Lap‑
lace’s integrated transformation.
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