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Предложена математическая модель процесса формирования температурного поля в ани-
зотропной разделительной стенке двух различных сред, подверженной локальному тепло-
вому воздействию. Показано, что температурное поле объекта исследований представляют 
собой сумму двух аддитивных составляющих. Первая из составляющих определяется из ре-
шения задачи об определении температурного поля изотропной стенки, находящейся в ус-
ловиях конвективного теплообмена с двумя различными средами при отсутствии внешнего 
теплового воздействия на объект исследований. Аналитическое решение рассматриваемой 
задачи нестационарной теплопроводности получено путем применения интегрального пре-
образования Лапласа. Идентифицирована вторая независимая аддитивная составляющая 
температурного поля, формируемого за счет воздействия на анизотропную стенку неста-
ционарного теплового потока при совпадении ее начальной температуры с температурами 
внешних разделительных сред. С использованием композиции двухмерного экспоненциаль-
ного преобразования Фурье и интегрального преобразования Лапласа в аналитически замк
нутом виде найдено решение соответствующей задачи нестационарной теплопроводности. 
Полученные результаты подтверждают обнаруженный ранее эффект «сноса» температурно-
го поля в анизотропном материале с анизотропией свойств общего вида.

Ключевые слова: анизотропная разделительная стенка, локальное тепловое воздействие, 
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Введение 

Повышенный интерес к аналитическим ме-
тодам исследований процессов теплопереноса 
в твердых телах [1‒4] в определенной степени 
связан с широким внедрением композиционных 
материалов в инженерную практику. Специфика 
математических моделей «анизотропной тепло-
проводности» [3‒5] и необходимость решения 
реальных практически важных задач стимули-
руют интенсивное развитие новых высокопро-
изводительных и  абсолютно устойчивых вы-
числительных методов [6‒8], для тестирования 
которых желательно иметь решения соответст
вующих задач нестационарной теплопроводнос
ти, представленные в аналитически замкнутом 
виде, – тестовые задачи. А так как множество 

тестовых задач в «анизотропном разделе» ма-
тематической теории теплопроводности весьма 
ограничено [5, 9‒19] и аналитические методы не-
редко оказываются эффективным инструментом 
для решения прикладных задач рассматриваемо-
го класса, среди которых отметим лишь задачи 
оптимизации и оценивания эффективных значе-
ний теплофизических и геометрических параме-
тров элементов конструкций, то любой новый ре-
зультат в этой области представляется полезным.

Основная цель проведенных исследований – 
решение задачи об определении процесса фор-
мирования температурного поля анизотропной 
разделительной стенки двух различных сред при 
локальном тепловом воздействии с последую-
щим анализом полученных результатов.
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Исходные допущения и математическая 
модель 

Для достижения поставленной цели при по-
строении исходной математической модели 
процесса формирования температурного поля 
T(x1, x2, x3, t) объекта исследований в фиксирован-
ной декартовой системе координат Ox1x2x3 про-
странства  предполагалось, что:

1) объект исследований представляет собой 
анизотропную разделительную стенку двух раз-
личных сред 

	
постоянной толщины H, одна из поверхностей ко-
торой (плоскость x2= 0) находится как под воздей-
ствием внешней среды с температурой Tco= const, 
так и внешнего теплового потока с плотностью 
мощности q (x1, x3, t); 

2) вторая поверхность объекта исследований 
(плоскость x2= H) находится лишь под воздей-
ствием внешней среды с температурой Tcн= const;

3) температуры Tco и Tcн разделенных сред раз-
личаются между собой и отличны от начальной 
температуры T0 объекта исследований;

4) внешний тепловой поток q (x1, x3, t) воздей-
ствует на поверхность x2= 0 разделительной стен-
ки Ω в направлении, противоположном направле-
нию ее внешней нормали;

5) при любом фиксированном значении вре-
менного переменного t ≥ 0 функционал q (x1, x3, t) 
интегрируем с квадратом по совокупности про-
странственных переменных x1, x3, т. е. [20] 

	  
6) при любых фиксированных значениях про-

странственных переменных x1, x3 функционал 
q (x1, x3, t) интегрируем с квадратом на полуин
тервале [0, +∞) по временному переменному t, 
т. е.

	
7) теплообмен в  системе «объект исследо-

ваний–внешняя среда» реализуется по закону 
Ньютона с постоянными коэффициентами теп
лоотдачи [2, 3] α0 для среды при x2< 0 и αн для 
среды при x2> H.

Согласно допущениям, представленным выше, 
при использовании следующих обозначений:

	

	

	  	

	
где l – используемая единица масштаба простран-
ственных переменных; λij≡ λji – элемент тензо-
ра теплопроводности анизотропного материала 
объекта исследований, а c и ρ – его удельная мас-
совая теплоемкость и плотность соответствен-
но; функционал θ(x, y, z, Fo), определяющий про-
цесс формирования температурного поля, должен 
удовлетворять линейному дифференциальному 
уравнению в частных производных второго по-
рядка параболического типа [3, 4]:

	  

	

	  	 (1)
нулевым начальным и неоднородными краевыми 
условиями [4, 21]:

	 θ(x, y, z, Fo)|Fo=0= 0	 (2)

	
	 (3)

	

	
	 (4)

При этом если предположить, что 

	 θ(x, y, z, Fo) = θ1(y, Fo) + θ2(x, y, z, Fo)	 (5)

и потребовать, чтобы функционал θ1(y, Fo) яв-
лялся решением одномерной смешанной задачи:
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	 θ1(y, 0) = 0

	 	
(6)

	 	

	 	
то с учетом (1)‒(6) и исходных допущений функ-
ционал θ2(x, y, z, Fo) должен удовлетворять урав-
нению (1), начальному условию (2), краевым ус-
ловиям (3), (4) при 
	 θc0= 0 = θch

	 	 (7)

	
и требованиям 

	 	 (8)

	
Таким образом, реализуемость гипотезы, 

представленной равенством (5), означает, что ис-
комое температурное поле представляет собой 
композицию двух его независимых аддитивных 
составляющих θ1(y, Fo) и θ2(x, y, z, Fo).

Температурное поле: аддитивная 
составляющая θ1( y, Fo)

Согласно математической модели (6), функ
ционал θ1(y, Fo) является оригиналом интеграль-

ного преобразования Лапласа, задаваемого парой 
линейных интегральных операторов [2]:

 	
(9) 

и описывает процесс формирования температур-
ного поля в изотропной разделительной стенке 
двух различных сред, обладающих различными 
постоянными температурами, отличными от на-
чальной температуры объекта исследований. При 
этом предполагается, что теплообмен в системе 
«стенка–внешняя среда» реализуется по закону 
Ньютона [2].

Для определения функционала θ1(y, Fo) пола-
гаем 

	 	 (10) 
и в  пространстве изображений интегрально-
го преобразования Лапласа (9), применяемого 
по временному переменному Fo с использовани-
ем стандартных свойств оператора L[∙], смешан-
ную задачу (6) представляем в следующем виде:

	  

	
	 (11)

	  
Таким образом, изображение U(y, s) функцио-

нала θ1(y, Fo) является решением краевой задачи 
(11) для обыкновенного линейного дифференци-
ального уравнения второго порядка, которое мо-
жет быть найдено стандартными методами [22]:

	  

	

	 (12)

	  
Для преодоления трудностей, связанных с переходом из пространства изображений в простран-

ство оригиналов, представим комплексную функцию Δ–1(s) суммой ее равномерно сходящегося функ-
ционального ряда:
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и, согласно (12), представим изображение U(y, s) в следующем виде:

	  

	

	

	 (13)

	
где 

	 	 (14) 
При этом если 

	 	 (15)

то согласно (10), (13), (15) с учетом свойства линейности оператора L–1[∙] обращения интегрального 
преобразования Лапласа (9) и теоремы Эфроса [2] имеем:

	
	 (16) 

Таким образом, для завершения процедуры нахождения аддитивной составляющей θ1(y, Fo) ис-
комого температурного поля θ(x, y, z, Fo), согласно равенству (16), осталось определить оригина-
лы  для чего с учетом (15) и (13) достаточно воспользоваться теоремой запаздывания 
и формулой нахождения оригиналов для изображений, представленных рациональными дробями [2]:

	

	 	

	 	
(17)
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Температурное поле: аддитивная 
составляющая θ2(x, y, z, Fo)

Согласно математической модели (1)‒(4), (7), 
(8), функционалы θ2(x, y, z, Fo) и Q(x, z, Fo) как 
функции временного переменного Fo являются 
оригиналами интегрального преобразования Ла-
пласа (9), а как функции пространственных пе-
ременных x и z – оригиналами двухмерного экс-
поненциального интегрального преобразования 
Фурье, задаваемого парой линейных интеграль-
ных операторов [23]:

	  	 (18)

	  
где i – «мнимая» единица [2]. При этом функци-
онал θ2(x, y, z, Fo) описывает процесс формиро-
вания температурного поля анизотропной раз-
делительной стенки двух различных сред, одна 
из поверхностей которой находится под воздей-
ствием внешнего теплового потока, а теплообмен 
с внешними средами, обладающими нулевой тем-
пературой, равной начальной температуре объ-
екта исследований, реализуется по закону Нью-
тона [2].

Для определения аддитивной составляю-
щей θ2(x, y, z, Fo) искомого температурного поля 
θ(x, y, z, Fo) к математической модели (1)–(4), (7), 
(8) последовательно применяем сначала оператор 
Ф[∙] двухмерного экспоненциального интеграль-
ного преобразования Фурье (18) по совокупности 

пространственных переменных x и z, а затем опе-
ратор L[∙] интегрального преобразования Лапласа 
(9) по временному переменному Fo. Воспользо-
вавшись стандартными свойствами этих операто-
ров [2, 23] и следующими обозначениями:

	  

	 	 (19) 
	  

	  
приходим к  краевой задаче для определения 
функционала θ2(x, y, z, Fo) в пространстве изобра-
жений композиции использованных интеграль-
ных преобразований:

	 	

	 	

 	(20) 

	
Специфика краевой задачи (20) связана с на-

личием комплекса i(μ12p + μ23r) как в обыкновен-
ном линейном дифференциальном уравнении, 
так и в краевых условиях. Поэтому ее решение 
естественно искать в следующем виде:

	 W(p, y, r, s) = B(p, y, r, s)exp[–i(μ12p + μ23r)y],	(21) 



ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2018. Т. 10. №7-8

THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING350

где, согласно (20) и (21), изображение B(p, y, r, s) 
должно удовлетворять упрощенному аналогу ис-
ходной краевой задачи (20):

	

	
	 (22)

 

	  
а положительная определенность квадратичной 
формы 

	 	 (23)
	
при переходе к исходным обозначениям прове-
ряется непосредственно с использованием кри-
терия Сильвестра [24] и свойств тензора тепло-
проводности второго ранга [4] 

С использованием стандартных методов 
[22] находим решение краевой задачи (22), (23) 
и представляем его в следующем виде:

	

	

	 	 (24) 

	  

	

	
Таким образом, согласно (9), (21), (23) и (24), 

процедура определения аддитивной составляю-
щей θ2(x, y, z, Fo) искомого температурного поля 
θ(x, y, z, Fo) в пространстве изображений компо-
зиции использованных интегральных преобра-
зований (9) и (18) завершена.

При переходе из пространства изображений 
композиции использованных интегральных пре-
образований (9), (18) воспользуемся равенства-
ми (21) и (19), представлением (24) изображения 

B(p, y, r, s) в виде суммы равномерно сходящего-
ся функционального ряда [25], теоремами умно-
жения изображений (теоремами о свертках [2]) 
и аналогом теоремы запаздывания для двухмер-
ного экспоненциального интегрального преобра-
зования Фурье [23]. С учетом сказанного имеем:

	

	
	 (25)

	  
где оригинал 

  	 (26) 

При этом, согласно равенствам (26), (24) и те-
ореме смещения для интегрального преобразова-
ния Лапласа [2], 

	

	 	 (27)
	

	  

Таким образом, для определения функциона-
ла θ2(x, y, z, Fo) с учетом равенств (25), (27) до-
статочно идентифицировать оригиналы gk(Fo) 
и Ф–1[exp(–δ(p, r)Fo)]. 

Если ввести в рассмотрение оригинал 

	 	

	 	 (28)

	
принципиальная схема идентификации которого 
использована в предшествующем разделе и пред-
ставлена равенствами (13)‒(17), то с использова-
нием теоремы Эфроса, теоремы о дифференци-
ровании оригинала и теоремы об использовании 



ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2018. Т. 10. №7-8

351THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING

изображения для вычисления значения ориги-
нала при Fo = +0 [2], с учетом равенств (27), (28) 
получаем:

	
	 (29) 

Д л я  и д е н т и ф и к а ц и и  о р и г и н а л а 
Ф–1[exp(–δ(p, r)Fo)], где положительно опреде-
ленная квадратичная форма δ(p, r) представле-
на равенством (23), воспользуемся теоремой 
о возможности ее приведения к каноническо-
му виду с использованием невырожденного ор-
тогонального преобразования [24] с матрицей 

	 	

	
	 (30)

В этом случае, согласно (18), (30) и с исполь-
зованием соответствующих таблиц [26], прихо-
дим к следующей цепочке равенств:

	  

	

	

	 	 (31)

	

	

	

Результаты и обсуждение 

1.	 Процесс формирования температурного 
поля анизотропной разделительной стенки двух 
различных сред, обладающих различными посто-
янными температурами, отличными от начальной 
температуры объекта исследований, одна из по-
верхностей которого находится под воздействием 
внешнего теплового потока, а теплообмен в си-

стеме «стенка–внешняя среда» реализуется по за-
кону Ньютона [2], представляет собой аддитив-
ную композицию двух независимых процессов, 
первый из которых определен условиями, пред-
ставленными выше, в которых разделительная 
стенка является изотропной и внешний тепловой 
поток отсутствует, а второй также определяется 
условиями, представленными выше, но темпера-
тура разделяемых сред равна начальной темпера-
туре объекта исследований.

2.	 Процесс формирования искомого темпера-
турного поля разделительной стенки двух различ-
ных сред при локальном тепловом воздействии 
полностью определен равенствами (5), (16), (17), 
(25), (27), (29) и (31).

3.	 Согласно равенствам (25), (27) и (10), (13) 
оригиналы нулевых и первых приближений ад-
дитивных составляющих θ2(x, y, z, Fo) и θ1(y, Fo) 
могут быть определены непосредственно с ис-
пользованием соответствующих таблиц «изобра-
жение–оригинал» [2, 26].

4.	 Равенства, определяющие процесс форми-
рования искомого температурного поля, значи-
мо упрощаются при конкретизации структуры 
функционала Q(x, z, Fo), определяющего внеш-
ний тепловой поток, воздействующий на объект 
исследований.

5.	 Согласно (18), (19), (21) и (25), в левой час
ти последнего равенства подразумевается функ-
ционал θ2(x – μ12y, y, z – μ23y, Fo) наличие которого 
отражает известный эффект «сноса» температур-
ного поля в анизотропном материале [13, 14, 16].
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Temperature field of anisotropic separation wall of two different media under local 
thermal effect

A. V. Attetkov, I. K. Volkov

Bauman Moscow State Technical University (National Research University), Moscow
e‑mail: fn2@bmstu.ru

Mathematical model of the temperature field forming in an anisotropic separation wall of two 
different media exposed to local thermal effects is proposed. It is shown that the temperature field 
of the studied object is the sum of the two additive components. The first additive component is 
being determined from the solution of the problem of determining the temperature field of the iso-
tropic wall under conditions of convective heat exchange with two different media in the absence 
of an external thermal effect on the studied object. Analytical solution of the non-stationary heat 
conduction problem under consideration was obtained by applying the Laplace integral transfor-
mation. The second independent additive component of the temperature field formed due to the im-
pact of non-stationary thermal flow on the anisotropic wall, when its initial temperature concurs 
with the temperatures of the external separation media, was identified. Solution of the correspond-
ing problem of non-stationary thermal conductivity was found employing two-dimensional expo-
nential Fourier transform and Laplace integral transform in analytical closed form. The obtained 
results confirm the previously observed “drift” effect of the temperature field in an anisotropic ma-
terial with anisotropy properties of the general form.

Keywords: anisotropic separation wall, local thermal effect, temperature field, integral trans-
formations.



ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2018. Т. 10. №7-8

353THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING

REFERENCES

1.	 Karslou G., Eger D. Teploprovodnost’ tvyordyh tel [Ther-
mal conductivity of solids]. M.: Nauka, 1964. 488 p. In Russ.

2.	 Lykov A. V. Teoriya teploprovodnosti [Theory of heat con-
ductivity]. Moscow: Vysshaya shkola, 1967. 600 p. In Russ.

3.	 Kartashov E. M. Analiticheskie metody  v teorii teplo-
provodnosti tvyordyh tel [Analytical methods in the theory 
of the thermal conductivity of solids]. M.: Vysshaya shko-
la, 2001. 552 p. In Russ.

4.	 Formalev V. F. Teploprovodnost’ anizotropnyh tel. Analit-
icheskie metody resheniya zadach [Thermal conductivity 
of anisotropic bodies. Analytical methods for solving prob-
lems]. M.: Fizmatlit, 2014. 312 p.

5.	 Formalev V. F. Heat and mass transfer in anisotropic bod-
ies. High Temperature, 2001, vol. 39, iss. 5, pp. 753–774.

6.	 Formalev V. F., Reviznikov D. L. Chislennye metody [Nu-
merical methods] Moscow: Fizmatlit, 2004. 400 p. In Russ.

7.	 Formalev V. F. Teploperenos v anizotropnyh tvyordyh telah. 
Chislennye metody, teplovye volny, obratnye zadachi [Heat 
transfer  in anisotropic solids. Numerical methods, heat 
waves, inverse problems]. M.: Fizmatlit, 2015. 280 p.

8.	 Formalev V. F., Kolesnik S. A. Matematicheskoe mode-
lirovanie aehrogazodinamicheskogo nagreva zatuplyon-
nyh anizotropnyh tel [Mathematical modeling of aerogas-
dynamic heating of blunted anisotropic bodies]. M.: Izd-vo 
MAI, 2016. 160 p.

9.	 Formalev V. F., Tyukin O. A. Investigation of three-dimen-
sional unsteady heat conduction in anisotropic bodies based 
on an analytical solution. High Temperature, 1998, vol. 36, 
no. 2, pp. 222–229.

10.	 Formalev  V. F., Kolesnik S. A. Аnaliticheskoe resh-
enie vtoroj nachal’no-kraevoj zadachi anizotropnoj teplo-
provodnosti [Analytic solution of second initial boundary 
problem of anisotropic heat conduction]. Matematicheskoe 
modelirovanie – Mathematical modeling, 2001, vol. 13, 
no. 7, pp. 21–25. In Russ.

11.	 АttetkovА. V., Volkov I. K. Temperaturnoe pole anizotrop-
noj okhlazhdaemoj plastiny, nakhodyashhejsya pod vozde-
jstviem vneshnego teplovogo potoka [Temperature field 
of anisotropic cooled plate under the influence of external 
heat flow]. Izv. RАN. Energetika – Proceedings of the Rus-
sian Academy of Sciences. Power Engineering, 2012, no. 6, 
pp. 108–117. In Russ.

12.	 АttetkovА. V., Volkov I. K. Temperaturnoe pole okhlazh-
daemoj izotropnoj plastiny s anizotropnym pokrytiem, na-
khodyashhejsya pod vozdejstviem vneshnego teplovogo 
potoka [Temperature field of a cooled isotropic plate with 
anisotropic covering under influence of external heat flow]. 
Teplovye protsessy v tekhnike – Thermal processes in engi-
neering, 2013, vol. 5, no. 2, pp. 50–58. In Russ.

13.	 Аttetkov А. V., Volkov I. K. Temperaturnoe pole anizotro-
pnogo poluprostranstva, podvizhnaya granitsa kotorogo na-
khoditsya pod vozdejstviem vneshnego teplovogo potoka 
[Temperature field of an anisotropic half-space with mov-
able boundary being under influence of external heat flux]. 
Teplovye protsessy v tekhnike – Thermal processes in engi-
neering, 2015, vol. 7, no. 2, pp. 73–79. In Russ.

14.	 АttetkovА. V., Volkov I. K. Temperaturnoe pole anizotro-
pnogo poluprostranstva, podvizhnaya granitsa kotorogo 

soderzhit plenochnoe pokrytie [Temperature field of aniso-
tropic half-space, the moving boundary of which contains 
a film coating]. Izv. RАN. Energetika – Proceedings of the 
Russian Academy of Sciences. Power Engineering, 2015, 
no. 3, pp. 39–49. In Russ.

15.	 Formalev V. F., Kolesnik S. A. Analytical  investigation 
of heat transfer in an anisotropic band with heat fluxes as-
signed at the boundaries. Journal of Engineering Phys-
ics and Thermophysics, 2016, vol. 89, no. 4, pp. 975–984.

16.	 АttetkovА. V., Volkov I. K. Temperaturnoe pole anizotrop-
nogo poluprostranstva s podvizhnoj granitsej, obladayush-
hej termicheskitonkim pokrytiem, pri ego nagreve vnesh-
nej sredoj [Temperature field of the anisotropic half-space 
with the moving boundary, which has a thermally thin coat-
ing, heated by convection]. Teplovye protsessy v tekhni-
ke – Thermal processes in engineering, 2016, vol. 8, no. 8, 
pp. 378–384. In Russ.

17.	 Formalev V. F., Kolesnik S. A., Kuznetcova E. L., Se-
lin I. A. Аnaliticheskoe issledovanie teploperenosa v teplo-
zashhitnykh kompozitsionnykh materialakh s anizotropiej 
obshhego vide pri proizvol’nom teplovom potoke [Heat 
transfer analytical  investigation in heat protective com-
posites with general type anisotropy under arbitrary heat 
loading]. Mekhanika kompozitsionnykh materialov i kon-
struktsij – Mechanics of composite materials and structures, 
2017, vol. 23, no. 2, pp. 168–182. In Russ.

18.	 Formalev V. F., Kolesnik S. A., Kuznetsova E. L. Time-de-
pendent heat transfer in a plate with anisotropy of general 
form under the action of pulsed heat sources. High Temper-
ature, 2017, vol. 55, no. 5, pp. 761–766.

19.	 АttetkovА. V., Volkov I. K. Kvazistatsionarnoe temperatur-
noe pole anizotropnoj sistemy s podvizhnoj granitsej, nagre-
vaemoj sredoj s ostsilliruyushhej temperaturoj [Quasista-
tionary temperature field of the anisotropic system with a 
moving boundary of the heated environment with tempera-
ture oscillating]. Izv. RАN. Energetika – Proceedings of the 
Russian Academy of Sciences. Power Engineering, 2017, 
no.5, pp. 144–155. In Russ.

20.	 Koshlyakov N. S., Gliner E. B., Smirnov M. M. Uravneni-
ya v chastnykh proizvodnykh matematicheskoj fiziki [Partial 
differential equations of mathematical physics]. Moscow: 
Vysshaya shkola, 1970. 712 p. In Russ.

21.	 Pekhovich A. I., Zhidkih V. M. Raschyot teplovogo rezhi-
ma tvyordyh tel [Calculation of the thermal regime of sol-
ids]. L.: Energiya, 1968. 304 p. In Russ.

22.	 El’sgol’c L. E. Differencial’nye uravneniya i variacion-
noe ischislenie [Differential equations and calculus of vari-
ations]. Moscow: Nauka, 1969. 424 p. In Russ.

23.	 Sneddon I. Preobrazovaniya Fur’e [Fourier transforms]. 
M.: Izd-vo inostr. lit., 1955. 668 p. In Russ.

24.	 Bellman R. Vvedenie v teoriyu matric [Introduction to the 
theory of matrices]. M.: Nauka, 1969. 368 p. In Russ.

25.	 Budak B. M., Fomin S. V. Kratnye integraly i ryady [Mul-
tiple integrals and series]. Moscow: Nauka, 1965. 608 p. 
In Russ.

26.	 Bejtmen G., Erdeji A. Tablicy integral’nyh preobrazovanij. 
Preobrazovaniya Fur’e, Laplasa, Mellina [Tables of inte-
gral transformations. Fourier, Laplace, Mellin transforma-
tions]. M.: Nauka, 1969. 334 p. In Russ.


