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Целью исследований является высокоточное определение параметров математической 
модели теплообмена по результатам нестационарных измерений температуры на поверх-
ности исследуемых образцов. Решена задача одновременного определения комплекса ко-
эффициентов математической модели теплопереноса для непрозрачных материалов: коэф-
фициента теплоотдачи образца и поглощенного образцом теплового потока от нагревателя.
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Введение

В индивидуальных системах жизнеобеспе-
чения (скафандрах, защитных костюмах и др.) 
для обеспечения заданных тепловых режимов 
и во избежание перегрева биологических тканей 
важно поддерживать температуру в строго огра-
ниченном диапазоне. Однако температура по-
верхности тела, являющаяся индикатором тепло-
вого состояния процесса, дает лишь оценочные 
сведения о возможном перегреве глубинных тка-
ней при допустимой температуре кожи [1, 2]. Ре-
шением данной проблемы может быть математи-
ческое моделирование процесса переноса тепла 
в биологических тканях [3, 4]. Причем, в то вре-
мя как полная модель теплообмена требует учета 
переноса тепла потоком крови [5], у поверхности 
кожи, несмотря на наличие кровотока, существу-
ет только кондуктивный теплоперенос [6].

Для решения задачи оптимизации конструк-
ции индивидуальной защиты необходимо ис-
пользование математической модели теплообме-
на достаточно адекватной реальному процессу 
теплопереноса в биологических тканях. Высоко-

точное моделирование комбинированного теп
лопереноса невозможно без наличия адекватных 
оценок характеристик нагружения образца ма-
териала. Особенностью данной задачи является 
принципиальная невозможность прямого измере-
ния этих характеристик. Единственным способом 
решения этой задачи являются непрямые измере-
ния, обычно приводящие к необходимости реше-
ния обратных задач теплообмена (ОЗТ). В работе 
рассматривается одномерная задача периодичес
кого нагрева непрозрачного материала импульс
ным облучением от лазера при наличии конвек-
тивного теплообмена на поверхности материала 
с внешней средой [7].

1. Постановка задачи идентификации

В результате экспериментальных исследова-
ний обычно удается измерить лишь некоторые 
характеристики состояния системы (например, 
температуру). Поэтому, для обеспечения дости-
жения поставленной цели необходимо примене-
ние методологии ОЗТ. Рассмотрим упрощенную 
математическую модель процесса (рис. 1).

Непрозрачный материал нагревается им-
пульсным облучением лазером, направленным 
нормально к поверхности (тепловой поток ql). 

*Работа выполнена при финансовой поддержке Россий-
ского фонда фундаментальных исследований (грант № 17–
08–01501 А).
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На левой и правой границах идет теплообмен 
с окружающей средой. В случае, когда исполь-
зование контактных средств измерения темпе-
ратуры, таких как термопары, не представляется 
возможным, в первую очередь, необходимо обе-
спечить возможность анализа состояния матери-
ала (биологических тканей) бесконтактным спо-
собом [8]. Математическая модель теплопереноса 
в рассматриваемой системе, представляющей со-
бой неограниченную плоскую пластину толщи-
ной d, имеет вид:

	
	 (1)

	 0 < x < d, 0 < τ ≤ τm,

	 T(x, 0) = T0, 0 ≤ x ≤ d,	 (2)

	
, 0 ≤ τ ≤ τm,	(3)

	
, 0 ≤ τ ≤ τm,	 (4)

где тепловой поток от лазера ql, поглощенный 
поверхностью образца, задается следующим об-
разом:
	 ql = qmaxφ(τ).

Функция распределения φ(τ) опреде-
ляется вектором временных параметров 

 следующим образом:
1. При 0 ≤ τ < τn – нагрев до температуры Tmax:

	 φ(τ) = 1 при 0 ≤ τ < τ1,	
	 φ(τ) = 0 при τ1< τ < τ2,
	 …
	 φ(τ) = 1 при τn–1< τ < τn.

2. При τ ≥ τn – поддержание температуры по-
верхности в диапазоне (Tmin; Tmax):
	 φ(τ) = 0 при 
	 τn+(i–1)Δτ1+(i–1)Δτ2 ≤ τ ≤ τn+iΔτ1+(i–1)Δτ2,
	 φ(τ) = 0 при 
	 τn+iΔτ1+(i–1)Δτ2 ≤ τ < τn+iΔτ1+iΔτ2,
где i = 1, 2, … .

То есть нагрев осуществляется попеременным 
включением-выключением лазера. Временем пе-
реключения в данной постановке задачи можно 
пренебречь. Профиль теплового потока ql пред-
ставлен на рис. 2.

На начальном этапе нагрева тепловой поток 
максимален в течение, в общем случае, различ-

ных промежутков времени. Затем после выхода 
на режим установка включается на фиксирован-
ный промежуток времени [8].

2. Алгоритм решения задачи 
идентификации для случая, когда 

все определяемые характеристики 
являются константами

В настоящем разделе предлагается модифи-
цированный алгоритм решения обратной зада-
чи по определению характеристик теплообмена 
на поверхности, учитывающий априорную инфор-
мацию о том, что определяемые характеристики – 
постоянные величины. Итак, в модели (1)–(4) па-
раметры α и qmax являются неизвестными.

В качестве дополнительной информации, не-
обходимой для идентификации математической 
модели при неизвестных теплофизических ха-
рактеристиках [9], используется измерение на по-
верхности образца Tэксп(0, τ) = f (τ). 

В операторном виде задачу определения набо-
ра характеристик  можно сформули-
ровать как решение уравнения , где под 
оператором A понимается краевая задача (1)–(4). 

Рис. 1. Расчетная схема идентификации математической мо-
дели теплопереноса

Рис. 2. Зависимость теплового потока лазера ql от времени τ
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Введем в  рассмотрение среднеквадратичный 
функционал невязки расчетных и эксперимен-
тально измеренных температур, и тогда обратную 
задачу, следуя принципу итерационной регуля-
ризации, можно переформулировать в экстре-
мальной постановке [9]: необходимо определить 

, при котором выполняется условие

	
	 (5)

Обычно реализация подобного подхода осу-
ществляется методом сопряженных градиентов 
[9]. В тех случаях, когда определяемые характе-
ристики разнородны, скалярная линейная оценка 
значения αS приводит к существенному ухудше-
нию сходимости итерационного процесса. Од-
нако в тех случаях, когда определяемые характе-
ристики постоянны, т. е. ui = pi, , и случае 
векторной оценки  теряется смысл вычис-
ления вектора  т. е. изменение зна-
чения неизвестной характеристики на каждой 
итерации полностью определяется вектором глу-
бины спуска .

Предположим, что минимизация функциона-
ла (5) осуществляется методом последователь-
ных приближений. На каждой итерации задается 
величина  из условия

	 , Nu = 2,

где s – номер итерации,  – приращение векто-
ра неизвестных параметров на итерации s.

Условие (2) представляет собой задачу мини-
мизации функции двух переменных. Практика ре-
шения различных обратных задач показала, что 
весьма эффективным является использование ли-
нейной оценки приращения  [9]. В этом слу-
чае  определяется из условия

	
или

	

	
где  – единичный вектор, Nu = 2.

Отсюда получаем систему линейных алгебраи
ческих уравнений:

	
или

	 	 (6)

	
Остается лишь получить выражения для .
Следуя подходу, рассмотренному в [9], пред-

положим, что неизвестная характеристика ui 
получила приращение Δui, при этом некоторое 
приращение θi(x, τ) получит и поле температур 
в рассматриваемой системе. С точностью поряд-
ка О(θi) приращение θi(x, τ) удовлетворяет следу-
ющей задаче:

	  	 (7)
	 	  (8)

	 	 (9)
	

	  	 (10)
	
	 i = 1, 2,
где

	

	
В работе [9] показано что ( , Δui) = θmi(Xm, τ), 

где θmi – решение системы (7)‒(10).
Система (6) может быть переписана в следу-

ющем виде:

	 	 (11)

	
где   – решение краевой задачи (7)‒(10) 
при Δui = 1. Система алгебраических уравнений 
(11) имеет симметричную матрицу и может быть 
решена методом квадратного корня.
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Итерационный процесс строится следующим 
образом:
1)	 задается начальное приближение искомых ха-

рактеристик (нулевое или основанное на апри-
орной информации);

2)	 решается прямая краевая задача и система за-
дач для приращения температуры; вычисля-
ется приращение неизвестных характеристик 

 и значение минимизируемого функцио-
нала 

3)	 проверяется условие окончания итерационно-
го процесса и, если оно не удовлетворено, про-
исходит возврат к п. 2 [9].
Эффективность предложенного алгоритма 

анализировалась при определении радиацион-
но-оптических характеристик терморегулирую
щих покрытий космических летательных аппа-
ратов. Проведенные численные исследования 
показали возможность использования критерия 
невязки для останова итерационного процесса.

3. Апробация разработанного алгоритма 
путем вычислительного эксперимента

Для решения конкретной задачи теплообме-
на и определения теплофизических характерис

тик материала были использованы следующие 
исходные данные.

Тепловой поток ql, нормально падающий 
на поверхность образца, задается массивом вре-
мен включения/выключения источника τi(с), 
i = 1..5, τ = {1, 3, 5, 10, 15}
так, что:

ql = qmax при 0 ≤ τ < 1,
ql = 0 при 1 ≤ τ < 3,
ql = qmax при 3 ≤ τ < 5,
ql = 0 при 5 ≤ τ < 15,
ql = qmax при 15 ≤ τ < 30,
ql = 0 при 30 ≤ τ < 40,
ql = qmax при 40 ≤ τ < 55

и т. д.
График зависимости теплового потока ql 

от времени τ представлен на рис. 3.
Начальная температура образца T = 36.6 °C; 

температура окружающей среды T1= 25 °C; вре-
мя нагрева τнагр= 500 с.

Значения теплофизических характеристик 
материала образца: коэффициент теплоотдачи 
α = 4 Вт/(м 2 К); теплоемкость С = 1000 Дж/(кг·К); 
коэффициент теплопроводности λ = 0.5 Вт/(м·К).

В работе были восстановлены коэффициент 
теплоотдачи α и амплитуда теплового потока qmax 
для нескольких значений начальных приближе-
ний α0 и q0. На рис. 4, 5 представлены значения 
восстанавливаемых характеристик на каждой 
итерации вычисления.

Начальные приближения характеристик: 
α0= 0.05, q0= 15.

Вычислительный эксперимент, помимо про-
чего, позволяет определить влияние различ-
ных погрешностей на результат решения задачи. 

Рис. 3. Заданная зависимость теплового потока лазера ql от вре-
мени τ

Рис. 4. Зависимость значения восстанавливаемого коэффици-
ента теплоотдачи α от номера итерации i при α0 = 0.05 Вт/(м 2·К)

Рис. 5. Зависимость значения восстанавливаемой амплиту-
ды теплового потока qmax от номера итерации i при q0 = 15 Вт
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В данной работе было исследовано влияние по-
грешности измерения температуры поверхности 
образца f (τ) на точность определения коэффици-
ента теплоотдачи α.

Моделируемая погрешность fn(τ) имеет нор-
мальное распределение и задается коэффици-
ентом D, определяющим относительную макси-
мальную амплитуду.

Таким образом, показания термодатчика мож-
но представить в виде

	

На рис. 6 представлена полученная зависи-
мость погрешности определения коэффициен-
та теплоотдачи на последней итерации вычис-
ления от амплитуды нормально распределенной 
погрешности измерения температуры.

Рис. 7 демонстрирует значения восстанавли-
ваемой характеристики на каждой итерации для 
трех значений D: 0, 0.15 и 0.3.

Заключение

В работе был исследован процесс импульсно-
го нагрева непрозрачного материала лазером. 
Измерения температуры при этом проводились 
в условиях, когда не представляется возможным 
применение контактных датчиков измерения тем-
пературы, в том числе термопары на поверхности 
образца, что свойственно пористым материалам.

Получены следующие результаты:
‒ сформулирована математическая модель, 

описывающая нестационарный процесс нагрева 
непрозрачного образца;

‒ разработана программа для восстановления 
коэффициента теплоотдачи и амплитуды тепло-
вого потока лазера;

‒ при помощи разработанного программно-
го обеспечения проведена апробация разрабаты-
ваемого метода путем вычислительного экспе-
римента;

‒ моделировалась погрешность датчика из-
мерения температуры и исследовано ее влияние 
на решение задачи.
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on non-contact measurements
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Mathematical model application adequate enough to the real heat transfer process in biologi-
cal tissues is necessary to solve the problem of individual thermal protection structure optimiza-
tion. Indirect measurements, usually leading to the necessity of solving the inverse heat exchange 
problems, are the only way to solve this problem. The paper considers one-dimensional problem 
of an opaque material periodic heating by the pulsed laser irradiation in the presence of convective 
heat exchange with an external medium on the surface of a material. Property package definition 
of a heat insulating material in conditions of non-stationary heating based on the reverse heat ex-
change problem solution is the purpose of research. The considered system is an unlimited opaque 
flat plate affected on its left border by the laser heat flux, acting orthogonal to a surface. Heat ex-
change with external medium takes place both on the left and right borders. The article proposes a 
modified algorithm for inverse problem solving on determining characteristics of thermal exchange 
on the surface, accounting for a priori information on the fact that the characteristics being deter-
mined are constant. As additional information necessary for mathematical model identification at 
the unknown thermo-physical characteristics, non-contact temperature measurements on the sam-
ple surface are employed. Method of iterative regularization is one of the most versatile methods of 
the ill-posed inverse heat exchange problems. From the computation general sequence viewpoint, 
such iteration algorithms are built according to the traditional optimization procedure based on the 
gradient methods. As applied to the problem numerical solution the following procedure is applied: 
the initial approximation of the unknown characteristic is set (zero, or based on a priori informa-
tion); then the direct boundary problem and a system of problems for the temperature increment 
were being solved; the unknown characteristics increment and the value of the minimized func-
tional are being computed, and the condition of iterative process completion is checked. The pre-
sented work studied the process of impulse heating of an opaque material by laser. The temperature 
measurements herewith were performed in conditions when contact temperature measuring sen-
sors application was not possible, including thermocouples on the sample surface, which is pecu-
liar to the porous materials. The authors formulated a mathematical model, describing the non-sta-
tionary process of an opaque sample heating. A program for the heat transfer coefficient and a laser 
thermal flux restoring was developed. Approbation of the method under development by the com-
putational experiment was performed applying the developed software. In addition, the tempera-
ture measurement sensor error was modeled and its impact on the problem solution was studied.

Keywords: mathematical models identification, inverse heat transfer problem, radiation-con-
ductive heat transfer, non-contact temperature measurements.
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